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Abstrak

Pada paper ini, dibentuk model epidemi SV,I,I,R dengan vaksinasi hanya terhadap
virus strain pertama. Analisis kestabilan pada model dilakukan dengan memperhatikan
nilai parameter ambang batas R,. Model yang dibentuk menunjukkan adanya penyebaran
strain virus kedua yaitu dampak dari pelaksanaan vaksinasi tunggal pada dinamika
infeksi dua strain virus. Pada nilai parameter ambang batas tertentu, terdapat titik
ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik yang stabil asimtotik global.
Simulasi numerik diberikan untuk mempermudah dalam interpretasi hasil analisisnya.

Kata kunci: model epidemi SV;I;I,R, parameter ambang batas, vaksinasi, kestabilan
global.

1. PENDAHULUAN

Ada beberapa pandemi flu yang menyebar di dalam populasi. Misalnya,
tahun 2009 flu babi HIN1 adalah salah satu yang menarik perhatian para
ilmuwan dan professional kesehatan di dunia. Virus flu dapat bermutasi, tidak
seperti campak yang dihasilkan oleh virus tunggal sehingga memperoleh
kekebalan permanen setelah sehat kembali [1].

Ada tiga jenis tipe virus flu, yaitu tipe A, B, dan C. Setiap tipe memiliki
beberapa sub tipe dan strain. Virus sub tipe A adalah hasil dari perubahan
antigenik drastis dikenal sebagai antigenic shift yang terjadi kadang-kadang.
Namun, ada perubahan kecil tapi terus-menerus terjadi di sebuah antigen virus
yang dikenal sebagai antigenic drift yang menghasilkan strain baru. Setelah
strain virus baru muncul, antibodi terhadap strain yang lebih lama tidak lagi
mengenali yang lebih baru, dan infeksi dengan strain baru bisa terjadi.
Akibatnya, orang bisa mendapatkan infeksi flu lebih dari sekali.

Diantara berbagai strategi-strategi kontrol, vaksinasi dianggap yang paling
efektif. Vaksinasi merupakan pemberian vaksin (antigen dari virus/bakteri) yang
dapat merangsang imunitas (antibodi) dari sistem imun di dalam tubuh [2].
Namun, ketika virus bermutasi dan multistrain muncul dalam suatu populasi,
menerapkan vaksin untuk satu strain dapat mempengaruhi penyebaran strain
lainnya. Dengan demikian, timbul permasalahan yang berkaitan dengan
bagaimana dampak dari vaksinasi tunggal untuk satu strain virus pada dinamika
infeksi dua strain virus dan bagaimana pelaksanaan vaksinasi ini mempengaruhi
penyebaran strain virus baru.

Pada paper ini digunakan model epidemi SV;,I,R. Sebagian besar hasil
penelitian yang ada pada paper ini bersumber dari penelitian [3]. Perilaku
dinamik model SV;I,I,R yang diselidiki adalah eksistensi titik ekuilibrium bebas
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penyakit dan titik ekuilibrium endemik dan analisis kestabilan dari masing-
masing titik ekuilibrium tersebut yang berkaitan erat dengan nilai parameter
ambang batas R,.

2. METODE PENELITIAN
2.1 Metodologi Penelitian

Penelitian dimulai dengan studi literatur seperti mengumpulkan bahan
pustaka dan jurnal pendukung lainnya. Selanjutnya, mempelajari bahan pustaka
dan jurnal-jurnal pendukung sebagai referensi untuk model epidemi yang akan
dibentuk. Kemudian ditentukan asumsi-asumsi yang berkaitan dengan model
epidemi yang akan dibentuk sesuai dengan karakteristik penyakit yang akan
dimodelkan. Berdasarkan asumsi yang telah ditentukan, dibuat diagram transfer
dari model epidemi yang akan dibentuk yang akan disajikan ke dalam bentuk
sistem persamaan diferensial nonlinear. Oleh karena model epidemi yang
disajikan merupakan salah satu bentuk sistem persamaan diferensial nonlinear,
maka terlebih dahulu diselidiki eksistensi, ketunggalan dan batasan solusi
sistem tersebut. Selanjutnya, ditentukan titik ekuilibrium bebas penyakit dan
titik ekuilibrium endemik dari model epidemi yang telah dibentuk. Kemudian,
dicari bilangan reproduksi dasar dan keterkaitannya terhadap titik ekuilibrium
bebas penyakit maupun titik ekuilibrium endemik. Sifat kestabilan ditentukan
dengan melakukan linearisasi menggunakan matriks Jacobian dan fungsi
Liapunov untuk menentukan sifat kestabilan globalnya. Terakhir adalah
melakukan simulasi numerik terhadap hasil analisa yang diperoleh
menggunakan software Matlab.

Penelitian ini merujuk pada beberapa buku dan jurnal pendukung lainnya.
Penelitian yang dilakukan ini serta sebagian besar hasil penelitian ini telah
dikemukakan sebelumnya oleh [3]. Andil penulis diantaranya adalah
menjelaskan konstruksi model epidemi yang dibentuk, menjelaskan eksistensi,
ketunggalan dan batasan solusi dari model epidemi yang dibentuk kedalam
sistem persamaan diferensial nonlinear, mencari bilangan reproduksi dasar,
melakukan koreksi, dan melengkapi pembuktian-pembuktian yang ada.

2.2 Tinjauan Pustaka

Mempelajari mengenai penyakit dapat menggunakan model matematika,
yang dikenal sebagai model epidemi. Model epidemi pertama kali diperkenalkan
oleh [4]. Model epidemi yang diperkenalkan pertama kali tersebut yaitu model
SIR. Pada model SIR, populasi dibagi menjadi tiga sub popualsi, yaitu sub
populasi rentan (Susceptible), sub populasi terinfeksi (Infectious), dan sub
populasi sembuh (Recovery). Menggunakan model epidemi dapat diketahui
kapan penyakit akan mewabah sehingga dapat diambil langkah-langkah yang
akan dilakukan untuk menanggulangi dan mengendalikan penularan penyakit
agar tidak semakin mewabah. Salah satu upaya untuk menanggulangi dan
mengendalikan penularan penyakit agar tidak semakin mewabah yaitu dengan
pemberian vaksin. Pada tahun 2009, [5] mengembangkan model SIR menjadi
model SIR dengan vaksinasi.

Model epidemi yang digunakan pada penelitian ini adalah SV;I;I,R yang
terkait dengan infeksi dua strain virus dengan pemberian vaksin tunggal. Model
epidemi SV,I;I,R merupakan salah satu bentuk sistem persamaan diferensial
nonlinear autonomous. Sehingga perlu dijamin eksistensi dan ketunggalan
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solusinya menggunakan teorema yang diberikan oleh [6]. Kemudian, model
epidemi SV,I;I,R akan dianalisis perilaku solusinya di sekitar titik ekuilibrium
dengan melihat sifat kestabilan titik ekuilibriumnya yang diberikan oleh [6].
Lebih lanjut, [6] juga menjelaskan mengenai definisi titik ekuilibrium dan kriteria
kestabilan titik ekuilibrium.

Salah satu masalah yang paling penting tentang penyakit adalah
kemampuan penyakit untuk menyerang populasi atau individu lain. Dalam hal
ini terkait dengan Parameter Ambang Batas (R,) yang merupakan parameter
penting dalam menentukan penyebaran penyakit. Pada penelitian ini, dalam
mencari nilai bilangan reproduksi dasar digunakan metode yang diperkenalkan
oleh [7] vyaitu metode pendekatan operator generasi berikutnya yang
dikembangkan oleh [8].

Perilaku solusi model epidemi SV,I,I,R dapat diketahui dengan melihat
sifat kestabilan lokal maupun global dari titik ekuilibrium sistem. Sifat kestabilan
lokal dari titik ekuilibrium dapat diketahui dengan linearisasi pada titik
ekuilibrium menggunakan matriks Jacobian seperti yang diberikan oleh [6].
Definisi mengenai matriks Jacobian suatu fungsi di titik tertentu pada
domainnya dijelaskan oleh [6]. Namun, sifat kestabilan lokal titik ekuilibrium
yang diselidiki dari matriks Jacobian berlaku jika titik ekuilibrium yang diselidiki
adalah titik ekuilibrium hiperbolik. Oleh karena itu, [6] juga menjelaskan
mengenai definisi titik ekuilibrium hiperbolik dan non hiperbolik. Sifat
kestabilan titik ekuilibrium non hiperbolik dapat diselidiki dengan menggunakan
metode langsung (direct method) melalui fungsi Liapunov. Definisi dan teorema
tentang fungsi Liapunov serta sifat kestabilan titik ekuilibrium non hiperbolik
diberikan oleh [9]. Kemudian, [10] dan [11] menjelaskan tentang himpunan
invarian dan teorema yang dapat digunakan untuk menentukan kestabilan global
suatu sistem persamaan diferensial.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Penyakit yang dibicarakan adalah penyakit flu dengan infeksi virus flu
pertama, yang disebut strain pertama, dan vaksin untuk strain ini tersedia.
Sedangkan, untuk virus yang baru, yang disebut strain kedua yang merupakan
virus turunan genetis dari virus pertama dan memiliki efek virulensi yang lebih
parah, tiba-tiba muncul dalam populasi. Diperlukan waktu yang cukup lama
untuk menghasilkan vaksin yang aman dan efektif untuk strain baru. Oleh karena
itu, model epidemi SV;I;I,R digunakan untuk mengetahui efek dari vaksinasi
untuk satu strain virus flu terhadap penyebaran strain virus flu lain dalam hal
ini yaitu kelas I, (the first infectious) yang menyatakan kelas individu yang
terinfeksi oleh virus flu strain pertama, kelas I, (the second infectious) yang
menyatakan kelas individu yang terinfeksi oleh virus flu strain ke dua, dan kelas
V, (vaccinated) yang menyatakan kelas individu yang memiliki kekebalan
terhadap virus flu strain pertama yang diperoleh melalui vaksin. Kemudian, kelas
S (susceptible) yang menyatakan kelas individu yang rentan terkena flu dan kelas
R (recovery) yang menyatakan kelas individu yang sembuh dari infeksi virus.

Dibentuk model matematika yang berbentuk sistem persamaan diferensial
nonlinear sebagai berikut:

S=A—(Bily + Bl + DS
Vi=7rS—(u+kl,)V,
L = Bi1sS — ai 14 (3.1)
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L, = B,1,S + kI, V; — ay1,
R =vy1ly +y2l, — kR

dengan A =r+u, a, =y, +v; +u dana, =y, + v, + u. Semua parameter adalah

positif, dengan

A :jumlah individu yang rentan yang masuk ke dalam populasi

r :tingkat (proporsi) vaksinasi terhadap virus flu strain pertama yang diberikan

kepada tiap-tiap individu

B: : laju kontak (jumlah individu yang rentan/ satuan waktu) antara kelas rentan
(S) dengan kelas infeksi terhadap virus flu strain pertama I,

B»: laju kontak (jumlah individu yang rentan/ satuan waktu) antara kelas rentan
(S) dengan kelas infeksi terhadap virus flu strain kedua I,

u :laju kematian alami (jumlah individu yang meninggal/ satuan waktu)

v1: laju perpindahan (jumlah individu yang sembuh/ satuan waktu) individu dari
kelas terinfeksi terhadap virus flu strain pertama (I,) ke kelas sembuh (R)

v,: laju perpindahan (jumlah individu yang sembuh/ satuan waktu) individu dari
kelas terinfeksi terhadap virus flu strain pertama (I,) ke kelas sembuh (R)

k :1laju kehilangan kekebalan (jumlah individu yang terinfeksi/ satuan waktu)
yang diperoleh dari kelas vaksinasi terhadap virus flu strain pertama (V;) ke
kelas terinfeksi terhadap virus flu strain ke dua (1)

v;: laju kematian (jumlah individu yang meninggal/ satuan waktu) yang
diakibatkan oleh infeksi virus flu strain pertama

v,: laju kematian (jumlah individu yang meninggal/ satuan waktu) yang
diakibatkan oleh infeksi virus flu strain kedua

Berikut ini diberikan teorema yang menjamin eksistensi, ketunggalan, dan

batasan solusi dari Sistem (3.1).

Lemma 3.1 Sistem (3.1) memiliki solusi tunggal dan terbatas pada Q=
{S,Vi 1,1, R) ER®IS 2 0,V 2 0,1, 20,1, 2 O,R 2 O,N < 3}

Parameter Ambang Batas (R,) adalah radius spektral dari FV~!. Jadi, R,
dari Sistem (3.1) adalah
BiA ,82 4 krA

Ry =p(FV™1) = {
0 p(V) MV ah  agpd

. Parameter Ambang Batas (R;), untuki=1,2,

} max{R;, R,},

adalah angka rata rata terjadlnya 1nfek51 baru oleh strain i yang dihasilkan oleh
individu yang telah terinfeksi tunggal oleh strain i selama masa infeksinya.
Berikut ini diberikan teorema tentang eksistensi titik ekuilibrium bebas

penyakit dan titik ekuilibrium endemik dari Sistem (3.1).

dengan R, = dan R, =

Teorema 3.2 Diberikan R, = max {Blﬁ 52/1 + ;L:A} = max{R,,R,}.
aq 2 2

1. untuk sebarang nilai R, yang diberikan, terdapat dengan tunggal titik
ekuilibrium bebas penyakit
Ep=1[s° V0 1f 5I"=[5 % o 0] :
2. jika R, > 1, maka terdapat dengan tunggal titik ekuilibrium endemik dengan
infeksi virus strain pertama
& 5 7 ray 1 (ABy T
=5 nonoor=[ iR S(G-1) o]
3. jika R, > 1, maka terdapat dengan tunggal tltlk ekuilibrium endemik dengan

infeksi virus strain kedua
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” ~ rA ~qT
E; = [S i 0 12 [3212+A (u+kI) (B2l + 2) 0 12] ;
4. jika Ry >1 dan R, >1 maka terdapat dengan tunggal titik ekuilibrium
endemik dengan infeksi virus strain pertama dan virus strain kedua

* T
E.=[s" v I pIf=[3 2= 2-2p-2 a4

B1 utkl; a; By 2 B aypi-aifr K

Berikut diberikan teorema sifat kestabilan global titik ekuilibrium bebas
infeksi virus flu strain pertama maupun strain kedua yakni E, yang terkait
dengan Parameter Ambang Batas (R,).

Teorema 3.3 Diberikan R, = max{R;,R,} = max {ﬁlﬁ §21+ kml} Titik ekuilibrium
2

bebas penyakit E, stabil asimtotik global saat R, < 1.
Bukti menggunakan fungsi Liapunov L sebagai berikut:
L(S,Vy,1 1)—50(1—1 —In S)+V B o
Vol ) = S0 S0 1 V1 nVlo 1112,
dengan domain D = {(S,Vy,I;,1,) € R%}
Berikut diberikan teorema sifat kestabilan global titik ekuilibrium endemik
E; terkait dengan Parameter Ambang Batas (R,).

Teorema 3.4 Diberikan
Ry, = max{R{,R,} = max{

L1 ,6’2 N kr/l}
a A ad  aud)
Titik ekuilibrium endemik dengan infeksi virus strain pertama yaitu E, stabil
asimtotik global saat R, < 1.
Bukti menggunakan fungsi Liapunov L sebagai berikut:

_(S S Vi L
L(S, V]_JI]_'IZ) = S(E—_ 1 _ln ) + Vl (71 - 1 _lnvl) + 11 (E - 1 _ln >+12,
dengan domain D = {(S,V,,1;,1,) € R%}L
Berikut ini diberikan teorema sifat kestabilan global titik ekuilibrium
endemik E, terkait dengan Parameter Ambang Batas (R,).
Teorema 3.5 Diberikan

Ry = max{R{,R,} = max{

B1d BrA 4 kT/l}
a A ad aud)
Titik ekuilibrium endemik dengan infeksi virus strain pertama yaitu E, stabil
asimtotik global saat R; < 1.
Bukti menggunakan fungsi Liapunov L sebagai berikut'

L(S,Vy, 1y, 1) S‘<5115>+VV 1-1 1+ (2 11]2
Vil ) =515—1—In = — —n— =—1-In+
111012 S 1 V1 V1 1 2 12 12
dengan domain D = {(S,V;,1;,1,) € R1}.

Selanjutnya, diberikan teorema sifat kestabilan global titik ekuilibrium
endemik E, terkait dengan Parameter Ambang Batas (R,).

Teorema 3.6 Diberikan
R, = max{R{,R,} = max{

B4 BrA 4 kr/l}
a A ad  aud)
Titik ekuilibrium endemik dengan infeksi virus strain pertama dan virus strain
kedua yaitu E, stabil asimtotik gobal setiap kali E, ada.
Bukti menggunakan fungsi Liapunov L sebagai berikut:
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S S
L(S, Vl’I].’IZ) = S* <_ -1 _ln_>
% V. I I I I
+V(2-1-In= )+ (2 —-1-In=2 |+5 (2 -1-In2),
Vl Vl 11 Il 12 12
dengan domain D = {(S,V;,1;,1;) € R1}.

Berikut diberikan simulasi numerik untuk mengilustrasikan perilaku
dinamik pada model yang telah dibentuk dengan nilai-nilai parameter yang

dirujuk dari paper penelitian [3].

Nila:
Nilas Ao
— Nilat Aw
4 Nilas Awr:
Nilas Awal

Gambar 1 Proyeksi potret fase Sistem (3.1) pada bidang fase SI, I,

Nilai Awal a = (3 ,v1,11,12) = (10000,5000 4000 ,3000)
Nilai Awal b = (31,11 ,12) = (20000,10000 9000,8000)
Nilai Awal ¢ = (V1,11 ,12) = (30000,15000,10000 5000)
Nilai Awal d = (S V1,11 ,12) = (40000,20000,1000,5000)
Nilai Awal e = (S v1,11,12) = (50000 ,50000 25000 ,9000)
Nilai Awal f= (S ,v1,11 12) = (50000,30000,15000 ,7500)
+  Ekuilibrium = (3,111 12)= (5333 0,386 0)

LI N/ 1IN\ UZ L. UUULTTTUE VI TVWWILVUE VI IVIUAU IVTTTUALIVY LU UVuULIvI
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Gambar 2 Proyeksi potret fase Sistem (3.1) pada bidang fase SI, I,

Nilai Awal 2= (S.V1 11 12) = {10000 5000 4£000 3000)
Nilai Awal b J1.)2) = (20003,10000,2002 3003)
Milai Awal c 1.J2) = (30000,15000,10000,5000)
1 000,5000)

Nilai Awal d
Nilai &wal e
Milai Awal f= .
54 +  Ekufibrium = (S V1,11 2 (32057950 27

12

Gambar 3 Proyeksi potret fase Sistem (3.1) pada bidang fase SI,1,

Nilai Awal a = (3,1 11 12) = (10000 5000 4000 3000)
Nilai Awal b = (3,1 11 12) = (20000,10000,9000,8000)
Nilai Awal ¢ = (81,11 12) = (30000,15000,10000,5000)
x10 Nilai Awal d = (8,1 11 12) = (40000,20000,1000,5000)
Nilai Awal & = (3.1 11 12) = (50000 50000 25000 9000)
Nilai Awal £= (31,11 12) = (60000, 30000,15000,7500)
+ Ekuilibrium = (8,1 11 [2)= (220,253 542,1091)

Gambar 4 Proyeksi potret fase Sistem (3.1) pada bidang fase SI,1,

4. KESIMPULAN

Kesimpulan dari analisis model flu epidemi dengan dua strain virus dan

vaksinasi tunggal yaitu:

1. sistem persamaan diferensial model flu epidemi dengan dua strain virus
dan vaksinasi tunggal memiliki empat titik ekuilibrium, yaitu titik
ekuilibrium bebas penyakit, titik ekuilibrium endemik dengan infeksi
virus flu strain pertama, titik ekuilibrium endemik dengan infeksi virus
flu strain kedua serta titik ekuilibrium endemik dengan infeksi virus flu
strain pertama dan kedua. Eksistensi dari masing-masing titik ekuilibrium
tersebut bergantung pada parameter R, dan R,;
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2. kestabilan dari masing-masing titik ekuilibrium ditentukan dengan
menggunakan fungsi Liapunov;

3. pemberian vaksinasi untuk virus flu strain pertama tidak bermanfaat
dalam mengendalikan virus flu strain kedua. Pemberian vaksinasi untuk
virus flu strain pertama bahkan dapat mengakibatkan resistensi yang
menyebabkan munculnya virus flu strain kedua.

5. SARAN

Hasil analisis dan simulasi yang dilakukan dalam penelitian ini dapat
diketahui cara pemberian vaksinasi agar tidak terjadi endemik, yaitu dengan
mengontrol nilai-nilai parameternya. Pada penelitian ini diasumsikan hanya ada
dua strain virus dengan hanya vaksinasi terhadap virus strain pertama di dalam
populasi dan tidak ada infeksi ganda. Oleh karena itu, penelitian lebih lanjut
dapat dilakukan dengan menambahkan vaksinasi terhadap virus strain kedua
serta adanya infeksi ganda.
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